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elde ederiz.
(h). a.b =0 olsun. Eger, b # 0 (veya a # 0) ise a.b = 0 denkleminin
a ya (b ye) gore ¢oziimii tek oldugundan a = 0.b™! =0 (b= 0.a"! = 0)
elde ederiz.
(m). Ikinci 6nermenin dogrulugunu gorelim. Siralama aksiyomlarmin
ikinci ozelligine gore
(a<b)ANb<c)e (a<bANDb<c)ANDb#c)=a<c
olur. Simdi a # ¢ oldugunu gosterelim. a = ¢ olsun. Bu durumda,
(a<b)ANb<c)e(c<bADb<)N(c<D)ANbBLc)N(bF#Cc)
olur. Buradan siralama aksiyomlarimin birinci 6zelligine gore (b = ¢) A
(b # ¢) celiskisi elde edilir.
(p). 1€ R\{0}, yani 1 # 0 olsun. Eger, 1 < 0 ise (o) ozelligine gore
1<0)A(1<0)=(0<1l)=(0<1)
elde edilir.
(@) a # 0 oldugu aciktir. a=! < 0 oldugunda
(a'<0)A(0<a)= (a.at <0)=(1<0)
celiskisi elde edilir. Simdi ikinci 6nermenin dogrulugunu gorelim.
0<a)AN(a<b)=(0<b)A(a<b)
=0<aH)AO<bHA(a<bd)=0<atb ) Ala<b)
= (a.(a” ') <bla b)) = a (a7 < (bbY).a?
1

=l1bl<latl=bl<a

elde edilir. ¢

(2) Asagidaki X C R alt kiimeleri icin, eger varsa, sup X ve inf X sayilarmi
bulunuz.

n—+1

(@) X ={

n :

n
: N L
3n+1 neN}
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X={-+—:nmeNY (d X=1{05055..,055...5..)
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neN }; (b) X:{%:I:
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Coziim: Bu ve buna benzer problemlerin coziimiinde esasen supre-
mum ve infimum karakteristik ozellikleri kullanilir.

(a) maxX = supX = 2 oldugu aciktir. Her n € N sayisi icin
n+1

n

> 1 dir. Herhangi € > 0 sayis1 verildiginde her n > 1/e dogal

saylisl icin n < 1 + € esitsizligi saglandigindan inf X = 1 elde
edilir.
(b) inf X = 0 dir. Ciinkii, herhangi ¢ > 0 sayis1 verildiginde her

n
3n+1

n > % dogal sayis1 icin 0 < % — < € esitsizligi saglandigindan

inf X = 0 elde edilir.

sup X = % dir. Ciinki, herhangi ¢ > 0 sayis1 verildiginde her n > %
v o . 2 1 2 cl e qeus v v
dogal sayis1 icin § —e < 5+ i3 < 3 esitsizligi saglandigimdan

sup X = 2 elde edilir.
(¢) maxX = supX = 2 oldugu aciktir. Simdi inf X = 0 oldugunu

1 1
gosterelim. Her n,m € R sayilarn icin — + — > 0 ve herhangi
n o m

2
e > 0 sayis1 verildiginde her n > — ve m > — dogal sayilar1 icin

€ €
1 1
— 4+ — < €/2+ €/2 = € csitsizligi saglandigindan inf X = 0 clde edilir.
n o m

5

(d) minX = inf X = 0,5 oldugu aciktir. sup X = 9 oldugunu
gosterelim. Bunu gosterirken, ileride gosterecegimiz monoton reel say1
dizisinin su ozelliginden kullanacagimiz: Artan ve tistten siurh (x,)

reel say1 dizisinin sonlu limiti vardir ve
lim z,, = sup{z, : n€ N}
n—oo

dir. Terimleri z; = 0,5,25, = 0,55,...,x, = 0,55...5,... biciminde
neN

tamimlanan (x,,) artan ve tstten smirh bir dizidir. Diger taraftan,

x, =0,5+0,05+0,005+...4+0,00...05

n—1 kez
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(4)

—1+ L + L +...+ L
2 20 200 77 200...0
N——
n—1 kez
—1(1+ Ly )
2 10 102 7 107!

_lﬂ_§( ~
S 2'1-1/10 9 10m

5
oldugundan, lim x, = 9 olur ve dolayisiyla,
5
sup X =sup{z, : neN} = 9 olur. ¢

X CY CRisesupX <supY veinf X > inf Y oldugunu gosteriniz.

Coziim: B; =sup X ve By = supY olarak alalim. Eger, Y kiimesi
iistten simirh degilse, B, = +oo dir. Dolayisiyla, By < 400 = By
oldugu aciktir. Y tistten sinirh olsun. Bu durumda, iist sinir prensibine
gore By sonlu sayidir. X C Y oldugundan her z € X icin x < B, olur.
Dolayisiyla, By sayist X in bir tist simiridir. Buradan da B; < By elde
edilir. Tkinci esitsizlik benzer sekilde gosterilir. o

h#X CRvell #Y C R olsun. Eger, her x € X ve her y € Y icin
r < yise X in tstten, Y nin ise alttan sinmirli oldugunu ve sup X <
inf Y esitsizliginin dogrulugunu gosteriniz.

Coziim: Sabit yo € Y ve her x € X icin # < gy, oldugundan X iistten
sinirli  bir kiimedir ve sup X < gy olur. Her y € Y icin sup X < y
oldugundan Y alttan simirli bir kiimedir. Buradan da sup X < infY
elde edilir. ¢

Problem (4) teki X ve Y kiimeleri icin X UY = R ise sup X = inf Y’
oldugunu gosteriniz.

Coziim: sup X < infY oldugunu Problem (4) te gosterdik. Simdi
sup X = inf Y oldugunu gosterelim. IV Tamlik aksiyomuna gore her
x € X ve her y € Y icin x < ¢ < y olacak bicimde tek bir ¢ € R sayisi
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vardir. Eger, sup X < infY ise ¢ € X ve ¢ € Y elde edilir. Bu ise
X UY =R olmasi ile celisdiginden sup X = inf Y olur. ¢

6) 0 #X CRveld #Y C R smrh kiimeleri icin X NY ve X UY

kiimelerinin sinirhh oldugunu ve

(a) sup(X UY) = max(sup X,supY);
(b) inf(X UY) = min(inf X, inf V);
(¢) max(inf X,inf V) <inf(X NY);
(d) sup(X NY) < min(sup X,supY);

onermelerinin saglandigini gosteriniz.

Coziim: (a) ve (c¢) onermelerinin dogrulugunu gosterelim. (b) ve (d)
nin coziimleri okuyucuya birakilmistir.

(a) X veY smurh iki kiime oldugundan B; = sup X ve By = supY
sayilart sonludur (IV Tamlik aksiyomuna gore). B; < B, olsun. Her
r € Xicin x < By < By ve her y € Y icin y < B, oldugundan her
z € X UY icin z < By olur. Buradan da X U Y kiimesinin tistten
siirli oldugu ve

sup(X UY) < By

elde edilir. Diger taraftan, Y C (XUY") oldugundan Problem (3) e gore
supY < sup(X UY), yani By < sup(X UY') olur. By = max(By, By)
oldugundan son iki esitsizlige gore (a) 6nermesinin dogrulugu gosterilmis
olur.

(c) X veY smurh iki kilme oldugundan A; = inf X ve As = inf Y
sayilar1 sonludur (Teorem 1.7.5 ’e gore). A; < As olsun. Her y € Y
icin Ay < y oldugundan her z € X NY icin Ay < z olur. Buradan da

X NY kiimesinin alttan sinirli oldugu ve

elde edilir. Diger taraftan, (X NY) C Y oldugundan Problem (3) e
gore inf Y < inf(X NY), yani A2 < inf(XNY) olur. Ay = max(Ay, As)
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oldugundan son iki esitsizlige gore (c¢) dnermesinin dogrulugu gosterilmis
olur. ¢

(M DAXCR, NeRve
AMX ={zeR: Jue X, o= u}={\: ze€ X}
olsun. X tstten sinirli ve A > 0 ise
sup(AX) = A.sup X

oldugunu gosteriniz.

Coziim: B =supX olsun. z € (AX) = 2 = My, u € X, u <
B = x =M < AB = A.B sayis1 X in bir ist siminidir. B’, AX
kiimesinin herhangi bir iist simir1  olsun. Bu durumda, Vz € (AX)
icinx < B = Vu € X icin \u < B’ = Yu € X icin u < B'/\
olur. Buradan, B’/A sayisinin X in bir {ist siir1 oldugu ve dolayisiyla,
B < B'/X veya AB < B’ oldugu anlasilir. Bundan dolay1r AB, AX

kiimesinin tist siirmin en kiiciigidiir, yani AB = sup(AX) dir. ¢
(8) XCR, YCRve
X+Y={z:FrveX, ey, z=x+yt={o+y: z€X, yeY},
XY={z:3reX, yeY, z=ny}={zy: z€X, yeY}
olsun.

(a) X ve Y dstten smirh  oldugunda X + Y nin de tstten sinirh
oldugunu ve
sup(X +Y) =sup X +supV
oldugunu gosteriniz.

(b) X C Ry ve Y C R, iistten sinirh oldugunda X.Y nin de iistten
sinirli oldugunu ve

sup(X.Y) =sup X.supY



36

Céziimlii Problemler

oldugunu gosteriniz. Herhangi X C R ve Y C R alt kiimeleri icin

bu ozelligin dogru olmadgini gosteren érnek veriniz.

Coziim: (a) supX = B; ve supY = B, olsun. Her z € X icin
r < By ve her y € Y icin y < By oldugundan her z +y € (X +Y)
icin x +y < By + B; olur. Buradan, X + Y nin tistten sinir1 oldugu
goriiliir. Ust sirn ikinei karakteristik 6zelligine gore herhangi ¢ > 0

sayis1 verildiginde

dz.e X oyleki xe > By —€/2
Jy. €Y oyleki Ye > By —€/2

olur. Buradan z. 4+ y. € (X +Y) ve x. + y. > By + By — € elde edilir.
O zaman supremum 6zelliklerinden sup(X +Y') = By + B olur.

(b) sup X = B; ve supY = By olmak iizere Vo € X icin 0 <z < B
ve Vy € Y icin 0 < y < By oldugundan her z.y € (X.Y) icin 0 < z.y <

By By olur. Buradan da X.Y nin tstten sinirll oldugu gortilir.

B; =0 veya By = 0 ise sup(X.Y) = 0 = By.B5 oldugu aciktir. By > 0
ve By > 0 olsun. Herhangi 0 < € < 2min(B?, B?) sayis1 verilsin. Ust
siirin ikinci 6zelligine gore
€
Jz.e X Oyleki . > B — —
Te € oyleki x 1 2B,

€
dy. €Y Oyleki e > By — —
Ye € oyleki Ye > Do 5B,

olur. Buradan z..y. € (X.Y) ve

2

€
e UYe > B1.By — —— > B,.By, —
Te.Y 1-D2 €+43132 1-D2 — €

elde edilir. Bu durumda, sup(X.Y) = By.B, olur.

(b) Onermesi herhangi X C R ve Y C R kiimeleri icin dogru ol-
mayabilir. Ornegin, X = (=3,-2) ve ¥ = (=5, —1%) kiimeleri icin
XY =(1,15) vesup X = =2, supY = —1/2, sup(X.Y)=15#1=
sup X.sup Y oldugu elde edilir. ¢
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(9) Mutlak degerin (c) 6zelliginin dogru oldugunu gosteriniz.
Coziim: Mutlak degerin (b) 6zelligine gore
la] = (@ = b) + 0] < [a—b] +[b] = |a] = [b] < |a —b] (1.1)
dir. Benzer sekilde

b = [(b—a) +a| <|b—al +|a] = [b] = |a| <[b—af = |a—b|
= —la =0 <fa| — 0]

(1.2)

(1.1) ve (1.2) den [|a] — |b]] < |a — b] oldugu anlasilir. ©

(10) |x + 1| + || + |]x — 1| — 6 = 0 denkleminin koklerini (sifir yerlerini)

bulunuz.

Cozum:

—3r—6=0, z € (—o0,—1) ise,

o 4=0 1,0
w41l +lal+le—1—6=1 ° , TE[-1,0) ise,

x—4=0, x €]0,1) ise,

3r—6=0, z€ll,o00)ise

oldugu aciktir. Buradan goriildiigii gibi denklemin [—1,0) ve [0, 1)
tizerinde kokleri yoktur, (—oo, —1) tizerinde x = —2 ve [1, +00) tizerinde

z = 2 denklemin birer kokleridir. ¢

1.9 Ek Problemler

(11) R nin 1.7 deki (d), (f), (1) ve (m) zelliklerinin dogrulugunu gésteriniz.

(12) Asagidaki X C R alt kiimeleri icin, eger varsa sup X ve inf X sayilarini

bulunuz.

(a) Xz{ﬂz m,n €N ve m<n};



38 Ek Problemler

Cevap:

(a) infX =0, supX =1; (b) inf X =0, supX =1,

1 1 1
(¢) infX = ?, sup X = 1; (d) infX = 3 sup X = 5
(e) infX = 3 sup X = 1; (f) infX =1, supX = 6;
1
(g) infX =0, supX:nTB.

(13) Asagidaki X C R alt kiimeleri icin, eger varsa sup X ve inf X sayilarin
bulunuz.

(a) X = {[1+(—1)”n].n+ﬂ: n e N};

(b) X:{anilz nEN};
() X:{Zii: nGZ};
(d) X = {[(—1)”+1]n2+ (_1);_1 neN},
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1 1
(a) infX =0, supX =+4o00; (b) infX = 3 sup X = 3
—1 1 —1
(c) infX = 5 sup X = 2 (d) infX =—, supX = +oc.

(14) (a) X C R alt kiimesi alttan sinirh ise —X in tistten simirh oldugunu

ve sup(—X) = —inf X esitliginin dogrulugunu gosteriniz.

(b) X C R alt kiimesi iistten simirli ise —X in alttan simrli oldugunu

ve inf(—X) = —sup X esitliginin dogrulugunu gosteriniz.

(15) (a) X C RveY C R alt kiimeleri alttan sinirli oldugunda X +Y nin
de alttan simirll oldugunu ve inf(X +Y) = inf X +inf Y oldugunu

gosteriniz.

(b) X C R, veY C R, alt kiimeleri alttan sinirh oldugunda X.Y nin
de alttan smirh  oldugunu ve inf(X.Y) = inf X.inf Y oldugunu
gosteriniz. Herhangi X C R ve Y C R alt kiimeleri icin bu

ozelligin genel olarak dogru olmadigin1 gosteren 6rnek veriniz.
(16) Mutlak degerin (a) ve (b) 6zelliklerinin dogrulugunu gosteriniz.
(17) Asagidaki denklemlerin koklerini bulunuz:

(a) |z|+]z—1]+]z+2]—-2,5=0; (b) |2z + 3| = 2%
x—1 _a:—l

2| — 1] — 1 1=0; (d
(0 alv+2—lo+1] =@+ Dlal +1=0; () |——| ="

(e) |2* — 52 +6|=—(2* — 5z +6).

Cevap: (a) 0,5ve 1,5;(b) —1ve3;(c) (0,400);
(d) (—o0,—1)U[1,+00) ;(e) [2,3].



